Wyktad 2
Naprezenia gidwne
Poszukajmy ptaszczyzny dowolnie nachylonej do osi uktadu wspodirzednych 1 o tej

wlasnoéci, by wektor naprezenia na tej plaszczyznie byl wspotosiowy z wektorem N,

wektorem ktory orientuje tg ptaszczyzng w przestrzeni (wektorem do niej normalnym).
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a) przypadek ogdlny, b) ptaszczyzna gldwna.

Oznaczmy przez S skladowe tego wektora. Wektor ten mozemy zapisac tak:

6(n) = Sj éj . (1)

Z postulatu wspotliniowosci wektora O (M 5 wektorem Fi wynika

o™ =g, 2)
albo

6™ =an;s 3)

gdzie O jest dlugoscia poszukiwanego wektora.
Poréwnajmy (1) z (3).
5,8 =0N; 8§, @

ale



Sj =0jj Ny (5)
Z (4) i (5) otrzymamy
o =an; (6)
albo
o 03 )n =0 %

Jest to jednorodny uktad liniowych réwnan algebraicznych, w ktorym niewiadomymi sa
G, N ®)

Mamy zatem cztery niewiadome i trzy rownania (7). Brakujace rownanie wynika ze

znanej dtugoéci wektora N (dtugo$¢ jednostkowa)

nn =1 9)
Warunkiem istnienia niezerowych rozwiazan uktadu (7) jest znikanie wyznacznika
det(o;; 08, )=0 (10)

Rozpisanie tego warunku prowadzi do réwnania algebraicznego trzeciego rzg¢du na

poszukiwane 0.
o’ =1,6%+1,0-1;=0 (11)
gdzie
I} =0ji =011 + 0y + 033,
O11 Op

O O30 1

:E(Gkkcmm ~ 0jj Gj ), (12)
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l; = det(oij ): det[p,; 0, 05[]

B’M 033 033H

Jest to réwnanie wiekowe (sekularne) Laplace’a, a jego parametrami sa niezmienniki

|, = + +

Oy Op O3; O33

tensora naprezenia zdefiniowane poprzednio.

Rownanie wiekowe ma zawsze trzy pierwiastki rzeczywiste Oy, O, , O3. Nazywamy

je naprezeniami gtdéwnymi. Po uporzadkowaniu tworza tréjke uporzadkowanych naprezen

gtownych: 0|, Oy, Oy, przy czym



o, =max(0,,0,, 03).

oy =min(;, 0,,0;3) 13
0, = wartos¢ posrednia,

0,20y 20y,

Wro¢my do réwnania (7) aby wyznaczy¢ kierunki odpowiadajace kolejnym

naprezeniom gldwnym. Za 0 podstawiamy kolejno O , O , Oy 1 wyliczamy sktadowe
wektorow Al , ﬁ(”), At w przypadku poszukiwania kierunku ﬁ(l), uktad (7)
przyjmie postaé
(Gij =0, 5”)!’1(') =0. (14)
|

Uktad ten nalezy kazdorazowo uzupetni¢ warunkiem (9).

Mozna pokaza¢, ze osie glowne tensora napr¢zenia opisane wektorami
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sa zawsze do siebie prostopadte.
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W ten sposob pokazaliSmy, ze dowolny stan naprezenia zilustrowany na rys. a mozna
zawsze sprowadzi¢ do stanu naprezenia odpowiadajacego dzialaniu trzech naprezen
normalnych na trzy wzajemnie prostopadte plaszczyzny (por. rys b). Mowiac obrazowo,
efekt ten mozna osiagnaé poprzez umiejetny obrot kostki szeSciennej na $ciankach ktorej
uwidoczniono sktadowe stanu naprgzenia. Na rysunkach pokazano jedynie naprgzenia na
widocznych plaszczyznach. Na trzech niewidocznych wystepuja naprezenia wynikajace z

warunku réwnowagi myslowo wydzielonej kostki szescienne;.



Koto Mohra

Jezeli w danym punkcie o$rodka znane sa naprezenia gtowne O, , Oy , Oy, to stan
napr¢zenia w tym punkcie panujacy na ptaszczyznie dowolnie nachylonej do kierunkow
gléwnych (por. rys.) mozna wyznaczy¢ za pomoca konstrukcji graficznej zwanej kotem
Mohra.

Niech wektor tworzy z osiami gtdéwnymi katy a, B, yodpowiednio. Mamy wigc

n, =cosa, N, =cosf3, Ny =cosy, nhin =1. (15)

Konstrukcja kota Mohra pokazanego na rys. przebiega nastgpujaco.

Na osi odcietych zaznaczamy trzy punkty M;, M,, M; odpowiadajace warto§ciom
napre¢zen glownych. Wykreslamy trzy okregi oparte na odcinkach M;M,, M;M,, M,M; (por.
rysunek). Prowadzimy odcinek M;A pod katem a oraz odcinek M;B pod katem Y.
Zakreslamy tuki 03 A Ci 02 : B - C. Punkt C odcina na osiach 0i T, i sa to

poszukiwane napr¢zenia.

Whioski z konstrukcji kota Mohra.

1. 05 jest najwigkszym, a Oy — najmniejszym ze wszystkich mozliwych naprgzen
normalnych jakie moga wystapi¢ w tym punkcie.

2. Maksymalne napre¢zenia styczne wystgpuja na plaszczyznach nachylonych pod katem
45° do kierunkow gtéwnych | i Ill. Wartosci tych naprezen sa rowne promieniowi

najwigkszego kota i wynosza

r =91 70u (16)
max 7
Towarzysza im naprezenia normalne
_0, 0oy
o= . (17)
2

3. Mozliwe stany naprgzenia to tylko te z obszaru zaciemnionego.
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Rézniczkowe rownania rownowagi wewnetrznej.

Rozwazmy rownowage sit dzialajacych na wydzielona cze$¢ ciata pozostajacego w

rownowadze. Na kazda jednostke objetosci ciata dziata wektor sit objetosciowych

—

X=X;8§. (18)
Wektorowy warunek rownowagi wydzielonej czgsci ciala zapiszemy tak

Iﬁ(”)dA+I XdV =0, (19)

A \%
ISJ' éj dA+IXJ éj dv =0, (20)

A \%
ale
Sj = Uij n; (21)
éjéio-” n; dA"'J.XJ dv H: 0, (22)
]
\%

Twierdzenie Gaussa—Ostrogradzkiego

IF njdA:‘[F,jdV, (23)
A V

pozwala zamieni¢ catk¢ powierzchniowa na calkg objgtosciowa. Wykorzystamy je do
pierwszej cafki.

Otrzymamy
‘[Uij'i dv +IXJ dv =0, (24)
\Y \Y



czyli

Uij'i +X] =0. (25)

Tak otrzymaliSmy rozniczkowe rdwnania roéwnowagi wewngtrznej nazywane
roOwnaniami Naviera.

Rozwazmy teraz roéwnanie réwnowagi momentow wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych. Wektorowy warunek réwnowagi momentowe] wydzielonej czesci ciata

zapiszemy tak

[r xﬁ(”)dA+IFx>?dV =0, (26)
A \%
ale
éXlS:qjkai bjé(’ (27)
gdzie gy jest symbolem permutacyjnym.
J’ij X; Sj é(dA‘FIQJk X; XJ é(dV =0, (28)
A \%
ale
Sj =0 Nm (29)
ijé(%)(i Umj nmdA'l'J.Xi XJ dv Ez 0, (30)
\%

Pierwsza calk¢ zamienimy na calke objetosciowa korzystajac z twierdzenie Gaussa—

Ostrogradzkiego. Otrzymamy

qjké(%’;(xi amj),m dV+‘[xi deVE:O, (33)
Y

Po dalszych przeksztatceniach otrzymamy

ijé(%&m(fmj dv +IXi ij'de '|‘J.)(| XJdVE:O’ (32)
v v v u

Na mocy rownan Naviera (25) wyrazy podkreslone znikaja. Pozostaje zatem

ij Uij :O, (33)



8
Otrzymali$my tzw. warunki Cauchy’ego, ktore musza by¢ spetnione przez sktadowe

tensora naprezenia. Wynika z nich symetria tensora naprezenia

o

=0ji (34)

J

Naprezeniowe warunki brzegowe

Jesli rozwazymy rownowage czworoscianu przylegtego do powierzchni zewngtrznej

ciala, na ktéra dziataja roztozone obciazenia powierzchniowe, to zamiast zwiazku

Sj :Uij n; (35)

otrzymamy

pJ :aij n; (36)

Ta zaleznoscia zwiazane sa skladowe wektora powierzchniowych obcigzen
zewnetrznych ze skladowymi tensora naprgzenia w dowolnym punkcie powierzchni

zewnetrznej rozpatrywanego ciata.



Przyktad
Stan naprezenia w pewnym ciele jest opisany w sposdb nastepujacy

0 =2b¥%, O =6aX X,

Oy =0,y = —3ax12 -2bX%,,

013 =031 =0p3 =03, =0,

033 =-CX5,

Sprawdzi¢ rownania Naviera jesli wiadomo, ze X; = X, =0, X3 =C
Rozpiszmy rownania Naviera: Oj; j + X i =0.
Pierwsze roOwnanie:

Opp1 +0a1p + 0313 + X =0.

Po podstawieniu

2b=2b+0=0 —jest spetione.

Kolejne rownania

Oy + 0 +0353 + X5 =0.

—6ax t6ax +0=0 —jest spetione,
Oj31 +0p3n + 0333 + X3 =0.

—C +C =0 —tez jest spetnione.



