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Przykład 
Rozważmy rozciąganie nieważkiego ( )0=iX  pręta pryzmatycznego jak na rys. Pręt 

jest unieruchomiony w punkcie .0,0,0 321 === xxx  

 

Mamy do czynienia z mieszanymi warunkami brzegowymi, jest to więc zadanie 

trzeciego typu. Zastosujemy tu sformułowanie bezpośrednie zakładając, że tylko 033 ≠σ . 

Z równań równowagi (równań Naviera) otrzymamy 
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Z naprężeniowych warunków brzegowych 
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Na ścianach nieobciążonych 

.03 =n  

Naprężeniowe warunki brzegowe na tych ścianach są więc spełnione. 

Ścianki obciążone.  

Ściana .,1,0,0, 33213 σ===== pnnnLx  

Otrzymujemy  
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Skąd wynika że funkcja ),( 21 xxϕ jest funkcją stałą. A zatem 

 .),( 2133 σ=ϕ=σ xx  

Ściana .,1,0,0,0 33213 σ−=−==== pnnnx  

Otrzymujemy  

 
.

,3333

σ−=σ−
σ= np

 

Naprężeniowy warunek brzegowy jest spełniony. 

Przejdźmy to związków konstytutywnych. 

 [ ].)1(1
ijkkijij E
δσν−σν+=ε  

Otrzymamy z nich 

 

.0

,,,

231312

1122
33

11

=ε=ε=ε
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EEEE  

Znamy więc stan odkształcenia w każdym punkcie pręta 
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Przejdźmy do przemieszczeń. 

 ( )ijjiij uu ''2
1 +=ε . 

 ,,, 3'3332'2221'111 uuu =ε=ε=ε  

czyli 

 .,, 3'32'21'1 E
u

E
u

E
u σσνσν =−=−=  

Przemieszczenia policzymy korzystając z wyrażenia 

na różniczkę zupełną: 

 

 jjiiiii dxudxudxudxuxxxdu '33'22'11'321 ),,( =++= . 
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Potrzebne w tym rachunku jiu '  też policzymy z wyrażeń na różniczkę zupełną: 

 kjkiji dxudu '' = , 

 ∫+=
),,(
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'321'

321
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),,(
xxxM

xxxM
kjkijiji dxuuxxxu . 

Tu jednak będą potrzebne pochodne jkiu ' . 

Zauważmy rzecz następującą: 

 ( ) ( )
4342143421

ijij

ijjiijjiji uuuuu

ωε

−++= ''''' 2
1

2
1

. 

Policzmy pochodną 

 kijkijjkiu ''' ωε += . 

Obliczamy kolejno 

 ( ),
2
1

''' ikjjkikij uu −=ω  

co możemy zapisać też tak 

 ( ) ( )ijkijkikjjkikij uuuu ''''' 2
1

2
1 −+−=ω , 

i dalej,  

 ( ) ( )jikkijijkkjikij uuuu ''''' 2
1

2
1 +−+=ω . 

Dostaliśmy więc  

 ijkjikkij ''' εεω −= . 

Poszukiwane wyrażenie na drugą pochodną przyjmie postać 
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 ijkjikkijjkiu '''' εεε −+=  

Zauważmy, że w rozpatrywanym przypadku ijε  nie zależą od xi, zatem wszystkie 

pochodne 

 0' ≡kijε , 

i w konsekwencji wszystkie drugie pochodne 

 0' ≡jkiu . 

Policzmy kolejno jiu ' . 

Przyjmijmy, że w punkcie (0, 0, 0) 

 02'33'21'33'11'22'1 ====== uuuuuu . 

Możemy obliczyć 

 ∫ =+=
M

M
jikjkijiji udxuuxxxu

0
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0
'321' ),,( . 

Dostajemy zatem: 

 ,,, 3'32'21'1 E
u

E
u

E
u σσνσν =−=−=  

a pozostałe pierwsze pochodne są równe zeru. 

Możemy przystąpić do obliczenia samych przemieszczeń. 

 ∫+=
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kjii dxuuxxxu

i
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321  

Przyjmijmy, że  

 0)0,0,0(0 ≡= ii uu ,  

gdyż ten punkt jest nieruchomy. 

Obliczmy 
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W szczególności przemieszczenia wzdłużne końca pręta 

 
E

LLxxu σ=),,( 213 . 


