Wykiad 5
PLASKIE ZADANIE TEORII SPREZYSTOSCI

Ptaski stan naprezenia
W wielu przypadkach zadanie teorii sprgzystosci daje si¢ zredukowaé¢ do dwodch

X
XA Zi

el

f

wymiaréw. Przykladem moze by¢ cienka tarcza obcigzona sitami dziatajacymi w jej

ptaszczyznie (por. rys.). Na powierzchniach N, =XX;5, 033 =03, =031 = 0,gdyz te

powierzchnie sa wolne od obciazen. Wobec matej grubosci mozemy przyjaé, ze
033,032,031

sa pomijalnie mate wewnatrz tarczy. W dowolnym punkcie tarczy mamy zatem nastgpujacy

stan napre¢zenia,

[0, 01, 00
_ L. _
gjj = %721 O ODI Ojj = 0j;(X;, %),

0 0 OF

nie zaleza wigc od X;. Jest to przypadek ptaskiego stanu naprezenia.

Rézniczkowe réwnania rownowagi (rownania Naviera) przyjma tu postac taka

(0} i+xj =0,

ij
albo po rozpisaniu
O 0010 +0313+ X, =0,
O1p1 + 0 ¥ 0353+ X, =0,
O131 023 0333+ X3 =0.
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Trzecie rownanie jest spetnione tozsamosciowo gdyz X;=0 (nie ma zadnych obciazen w
tym kierunku).

Z dwoch pierwszych rownan dostaniemy

Op1 10,0 + X, =0,
Oy + 09y + X, =0.
Zapiszmy napr¢zeniowe warunki brzegowe
Pj =0 Ny,
ktore po rozpisaniu przyjmuja postacé
Pr =01 +0,M, +031M3,
P2 =01 + 0 + 035,
P3 =0y3N + 03N +033N;.
Tu takze trzecie rownanie jest spelnione tozsamosciowo gdyz p;=0 (nie ma zadnych
obcigzen w tym kierunku), a z dwoch pierwszych otrzymujemy
Pr =031 +0511,,
Py =01 00, .
Zapiszmy jeszcze zwiazki geometryczne — réwnania Cauchy’ego.
=y +up)
gij —5 ui'j uj'i ,
z ktérych po rozpisaniu otrzymujemy

1
€11 =Upp, Exp =Wy, €33 =Uzs, &y _E(UI'Z "‘Uz'l)-

Pozostale &j; = 0, a wynika to ze zwiazkéw fizycznych

|
Sij :E[(1+V)Gij =V Ok 6|J] .

W dowolnym punkcie tarczy mamy zatem nast¢pujacy stan odksztatcenia,
&, & 00
_ 0. o —
&jj —%21 €n 0 qi&; =&j(X,%),
50 0 &30
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Warto zwroci¢ uwage, ze ptaskiemu stanowi naprgzenia towarzyszy przestrzenny stan

odksztalcenia (tu pojawia si¢ takze £33).

Kolejna grupa rownan sa warunki nierozdzielnosci.

Sposrdéd szesciu warunkow

&kmEjin€ki'mn = 0,

pozostaje tu tylko jeden, dla j=i=3

E11n T E2011 =2€1012.

Mamy jeszcze do dyspozycji zwiazki fizyczne w postaci uogélnionego prawa Hooke’a
1
gij = E[(l +V)Uij —V Ok 6”] .

Rozpiszmy je
1
€11 _E(all -V 022) ,

1
€2 :E(Uzz —Va“),

1 E&ss
533——[‘V(011+022)] U o) +t0y == ’
E v
1+v
€12 =012, &3=0, €3 =0.
E
Zauwazmy jeszcze, 7e
1
511+522—E( 11 "V 0Oy ¥0p _VU11)»

1-v
& téxp :—E (011 "'022)»

a korzystajac z wyrazenia na sumeg naprezen wyprowadzonego wyzej

otrzymamy



albo

Vv
€33 = ‘ITV(EM +€,).

Taka zalezno$cia zwiazane sa odksztalcenia £33 z odksztalceniami €)1 1 &y .

Odwréémy jeszcze zwiazki fizyczne otrzymane wyzej
1
Sl E(Ull —VOyp),

1
€ :E(Uzz ‘VUU)-

Po rozwigzaniu wzgl¢dem sktadowych stanu naprezenia otrzymamy

Oy = > (€11 +vep),
1-v
Oy = 2(522 +VeEy)
I-v
oraz
Oy =——&p,.
12 =7 e

Ptaski stan odksztatcenia
Przyktadem ciata, w ktorym wystepuje ptaski stan odksztalcenia moze by¢ tunel,

rurociag, inna konstrukcja ktorej wymiar wzdtuzny znacznie przewyzsza pozostale wymiary
(por. rys). Wszystkie obciazenia powinny dziata¢ prostopadle do osi wzdtuznej 1 powinny
by¢ state na dlugosci obiektu. Warunki podparcia nie powinny si¢ zmienia¢ w kierunku osi
X3, stqd
u; =0
a Uy, Uy zaleza tylko od X;, X, .
Mamy zatem
U =W (X, %), Uy =W (X, Xp), Uy =0.

Z réwnan Cauchy’ego



1
‘9ij —E(Uivj + uj'i ),
otrzymamy

_ _ _ _ _1 .
€11 =Upp, Exp =Uynp, €33 =Uy3 =0, &)y —E(Ul'z +U2'1)»513 =&,3 =0.

ppp, #0. p; =0

\

W kazdym punkcie takiego obiektu wystepuje nastepujacy stan odksztatcenia

& &2 00O

_ []

Eij = %21 € OD
50 0 OF

1 wszystkie 5ij = 8” (Xl , 82).

Jest to przypadek ptaskiego stanu odksztalcenia.

Ze zwiazkow fizycznych
= | ]
gj =—[1+V)0j; —V O 5] .
E
otrzymujemy

1
€33 :E[U33 —V(0),+0p)|=0 O 033 =v(0y; +0y),

1
€11 :E[Gll —V (0, "'033)]»

1
€11 :E[Oll —V[0y, +V(0y; +05)]l,

skad



1
€11 :E[oll(l—vz) — 0,V (1+v)],

1 ostatecznie

e _1=-v [ Y o ]
11~ 11 22
E -V -
Analogicznie
_1-vig v
€ =

E EJ 1-v
Z pozostatych zwiazkow fizycznych otrzymamy

_l+v _ _
2= 012> 81350, &3 =0

Wprowadzmy nowe stale materiatowe

E = Ez,v =V
1-v 1-v

Wyprowadzone powyzej zwiazki fizyczne przyjma postac

1
€11 :E(Un ‘Vazz)a
|

1
%) :E(Uzz _Van)a
|

_I+vy,
€12 = 012,
1
gdyz zachodzi zaleznos$¢
1+v _1+y,
E E,

ktoéra mozna tatwo sprawdzic.
Sa to zwiazki identyczne ze zwiazkami fizycznymi dla plaskiego stanu naprgzenia.
Réznica tkwi tylko w statych materiatowych. Tam wystgpowaty Ei v, atu E; 1 v.

Odwr6é¢my otrzymane zwiazki. Otrzymamy



E,
O = > (€11 +vi€2),
]‘_Vl
E
Oy = 2(522"“/1511):
g, =l ¢
2= 12
1+v,

oraz zwiazek otrzymany poprzednio
033 =V(01 +03).
W kazdym punkcie obiektu mamy do czynienia z nast¢pujacym stanem naprgzenia
[0, o0 00
gjj = 5721 0y O Bi Oj; =0 (X1, %),
g0 0 0308

Warto zwroci¢ uwage, ze ptaskiemu stanowi odksztatcenia towarzyszy przestrzenny
stan naprezenia (tu pojawia sig takze O033).
Mamy do dyspozycji rownania rownowagi (rGwnania Naviera)

o i+Xj =0,

ij'
albo po rozpisaniu
Oyp1 +0p1p + 0313 + X1 =0,
011 09 0353+ X5 =0,
O131 +0p3, + 0333+ X3 =0.
Trzecie rownanie jest spetnione tozsamosciowo gdyz X;=0 (nie ma zadnych obciazen w

tym kierunku), a O 33 nie zalezy od X;.

Z dwoch pierwszych rownan dostaniemy

Op1 10,0 + X, =0,
Oy + 09y + X5, =0.

Napre¢zeniowe warunki brzegowe:
Pj =0

ij Mi»

albo po rozpisaniu



P =011 +01My +031N3,
P2 =012 0 + 0350,
P3 = 013N + 03N +033N;.
Tu takze trzecie rownanie jest spelnione tozsamosciowo gdyz p;=0 (nie ma zadnych
obciazen w tym kierunku) i n;=0. Z dwoch pierwszych otrzymujemy
P =01 +03M,,
Py = 0N + 0N, .
W tym przypadku takze mamy do dyspozycji jeden warunek nierozdzielnosci.
1122 T €011 = 2€012-

Analizujac wszystkie rownania dla ptaskiego stanu naprezenia i plaskiego stanu
odksztatcenia, mozna zauwazy¢, ze sa one identyczne. Roznica w statych (w zwiazkach
fizycznych E i v w plaskim stanie naprg¢zenia i E; 1 v; w plaskim stanie odksztalcenia) jest
bez znaczenia jesli chodzi o matematyczna stron¢ problemu. Z tego powodu szczegdly
rozwiazania zagadnienia ptaskiego analizowa¢ bedziemy dalej tylko w odniesieniu do

ptaskiego stanu napre¢zenia.

Zestawmy wszystkie rownania dotyczace plaskiego stanu naprezenia.

O +0,0 + X =0,

(1)
P =011 +0,1Ny, o
Py =00 +OrM,.
Eln €11 = 21012 3)
1
€1 _E(Ull ‘Vazz)a
1
%) —E(Uzz _VUU)a 4)

€ ——1+V0
12 = 12 -
E

Rozwiazanie otrzymamy w sposob nastepujacy.

Policzmy pochodne wystepujace w (3).



€112 = E (01 122 ~V c’22'22) )

€011 = é (G211 =V Oy 1), (5)
1+v
€212 == O1212>
1 podstawmy to do (3).
Oy120 =V Opap +0pqy =V Oy = 2(14V)0 55 (6)

Réwnania (1) 1 (6) stanowia uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi.
Zrézniczkujmy (1); po X; 1 (1), po X,.

Opp11 Y0101 + Xy =0,

(7)
O1p13 Y090 + Xop =0,
1 dodajmy te rownania stronami. Otrzymamy
201515 YO T 00 + Xy + Xy =0, (8)

Wezmy stad 20751, i podstawmy do (6). Otrzymamy
O1120 =V 05000 Y0301 =V O = ‘(1 +V) (011'11 +0)y0 * Xt xz'z)
Mozemy to dalej przeksztalci¢ tak
(011 "‘022)'11 + (011 "‘022)'22 = ‘(1 "‘V) (X1'1 + Xz'z)a

albo

0% (o), +025) ==(1+v) (X3 + X32), 9)

2 2
gdzie Dz([):a (m+a G

, to laplasjan.
Xk  0x3

Réwnanie (9) nosi nazwe warunku Morisa—Levy’ego.

Mamy teraz uktad trzech réwnan w postaci
Oy +0yn + X, =0,
Oyt 0y + X, =0, (10)
2 _
N (011 + 022) = _(1 "‘V) (Xl'l + Xz'z) :

Wprowadzmy funkcje Airy’ego zdefiniowana w sposéb nastepujacy

011 =Fy, 0y =k, 0 =-Fp =X X% =X, X, (11)
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Zatézmy, ze tarcza wykonana jest =z materialu  jednorodnego, tzn.
X, =const, X, =const.
Podstawmy (11) do (10). Réwnania (10)1 (10), beda speinione tozsamosciowo. Z (10);

otrzymamy

DZ(F'zz + F‘ll): 0,
°0% F =0,
O*F =0,
4 4 4
sdzic 040 =2 (4m+2 62(D2 +9 (P
0X OX[0Xy  0Xy

Réwnanie (12) to réwnanie tarczy. Wynika z niego, ze poszukiwana funkcja Airy’ego

(12)

to bilaplasjan.

musi by¢ funkcja biharmoniczna (bilaplasjan takiej funkcji jest rowny zeru).
Wyrazmy jeszcze warunki brzegowe przez funkcjg Airy’ego.
P =0y +0ym, O py = Foony = (Fiy + XX + Xox ),
B B (13)
P, 0Ny +0uM, O py =Fyyny = (Fip + X% + Xox ).
W ten sposob problem rozwiazania tarczy w ptaskim stanie naprezenia sprowadziliSmy
do rownania rézniczkowego (12) z warunkami (13). Jezeli uda si¢ znalez¢ funkcje Airy’ego

dla danego problemu, to naprezenia w kazdym punkcie tarczy obliczymy z zaleznos$ci (11).

Przykiad
Dla jakich warto$ci parametréw a; 1 C; podana funkcja moze by¢ funkcja Airy’ego?

C; 2.2

Az 4
F(X, X)) ==X +=>XX5 .
(X1, %) o XU SX%

Funkcja Airyego musi by¢ funkcja biharmoniczna, musi speinia¢ rownanie
0*F =0,
albo po rozpisaniu operatora

4 4 4
V= Zx': +2032an2 +?9x': =Py ¥ 2R + Foxpp =0
1 1 Y22 2

Policzmy kolejne pochodne wystgpujace w rownaniu



_sa 20

F‘l
12 2

2 2 _
Frp=asxp+cx U Fypp=26%,,

Fiin=2a3 %, Fiio2 =265,
Fiinn=2a3,
Fooo =0.

Podstawmy to do rownania tarczy.
2a; +2(2¢;)+0=0,
skad
3 =-2C5.

Taki warunek powinny spetnia¢ parametry a; 1 C;.
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